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Über die Berechnung der Meridianströmung
von hydraulischen Turbomaschinen
Lakatos Karon
Zur Berechnung von Turbomaschinen ist es weit verbrei—
tet, die dreidimensionale Strömung auf die Lösung zweier
nachfolgender zweidimensionaler Strömungsaufgaben
zurückzuführen. Man berechnet zuerst die rotationssym-
metrischen Meridianstromlinien in der radialen Ebene zur
Maschinendrehachse bei unendlicher Schaufelzahl. Dann
erfolgt die Berechnung an den durch Drehung der Meri-
dianstromlinien erzeugten Stromflächen bei endlicher
Schaufelzahl. Die beiden Strömungsaufgaben sind natür-
lich nicht unabhängig voneinander, aber die Lösung wird
auch von der geometrischen Beschaffenheit der Konstruk-
tionselemente vor und nach der Beschaufelung beeinflußt.
Ein korrekter Entwurf ist also nur iterativ durchführbar.
Eine Vielzahl der Berechnungen von Meridian- und Gitter-
strömung ist bekannt [1] bis [6]. Die Bestimmung der zur
Lösung der sich ergebenden Differentialgleichungen not-
wendigen Randbedingungen ist in Kenntnis der Gesamt-
konstmktion nur bedingt möglich. Sie können bei unseren
heutigen Kenntnissen nur aufgrund gewisser Meßerfah-
rungen ermittelt werden. lm folgenden sollen anhand der
Gleichungssysteme der Meridianströmung die erforderli—
chen Vorschriften für die Randbedingungen erörtert wer-
den. Die Differentialgleichung zur Beschreibung der Meri-
dianströmung ist linear von elliptischem Charakter.
Es strömt eine reibungsfreie, inkompressible Flüssigkeit
durch ein halbaxiales Laufrad mit unendlicher Schaufel-
zahl. Am Eintrittspunkt in den untersuchten Bereich sind
sämtliche Strömungsparameter stationär und rotations-
symmetrisch. Es wird angenommen, daß im Laufrad und
an den Schaufelkanten keine Wirbelablösung entsteht. In
diesem Falle ist die Strömung im untersuchten Bereich ro-
tationssymmetrisch und stationär. Die Gleichungen wer-
den in einem orthogonalen krummlinigen Koordinatensy-
stem mit den Koordinaten q1, q2‚ qa dargestellt (Bild 1).
Nach dem Obenerwähnten ist das erste Glied des Glei-
chungssystems zur Beschreibung der Strömung die statio-
näre Eulersche Bewegungsgleichung
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rot?x?=f—grad(—-——B) (1)
2 )0
sowie die Kontinuitätsgleichung
div? = o. (2)
Die Feldkraft 7 ist die Zwangskraft für die Schaufeln. Es ist
zweckmäßig, die Differentialgleichungen aus dem Abso-
lutsystem in das rotierende Relativsystem zu übertragen.
Für die Relativgeschwindigkeit nglt die Gleichung (3):
W«’c’—Zf F’ (3)X
Nach Transformation (3) der Grundgleichungen (1 ), (2) er-
halten wir die Gleichungen (4) und (5):
_)
rot? x (7)7 = f - grad E, (4)
div G? = o. (5)
Die Energie E ist nach Gleichung (6) bestimmt:
1
E=—(cf+cg+cä)+E—wrc2. (6)
2 p
Da eine schaufelkongruente Strömung untersucht wird,
liegt der relative Geschwindigkeitsvektch tangential zur
Schaufeloberfläche. Diese kinematische Bedingung kann
durch den Normalenvektorfi der Schaufeloberfläche nach
Bild 1 ausgedrückt werden:
._)
n(7(7- =0. (7)
Es wird die Strömung einer reibungsfreien Flüssigkeit be-
trachtet. Damit hat die Zwangskraft ? keine Komponente
in der Tangentialebene der Schaufel, und es ergibt sich:
  
Bild 1
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? - W'= o. (8)
Man multipliziere die Bewegungsgleichung (4) skalar mit
dem relativen Geschwindigkeitsvektor W. Nach Ordnen
erhält man — unter Berücksichtigung von (8) — die für die
Meridianströmung gültige Bemoullische Gleichung
171/> - gradE= O,
wonach die im rotierenden relativen System wirkende
Energie in Richtung der relativen Stromlinie konstant
bleibt. Unter Berücksichtigung der Rotationssymmetrie
können wir dasselbe in dem orthogonalen krummlinigen
Koordinatensystem nach Bild 1 aufschreiben, und man er-
hält:
C1 a E c3
— —— + —— — = 0. (9)
H1 öq1 H 3 aq3
Danach wird die Bewegungsgleichung (4) mit dem Norma-
lenvektor R vektoriell und mit dem Einheitsvektor —e)2 ska-
lar multipliziert. Unter Berücksichtigung der Gleichungen
(7), (8) und nach Durchführung der vorgeschriebenen
Operationen erhalten wir die folgende Gleichung:
—> —> —>
(c2 —wr)(n —rotc) = (e2e-rotg) = (32x
Die Rotationssymmetrie und der Zusammenhang der ab—
soluten und der relativen Geschwindigkeit ermöglichen ge-
wisse Reduktionen in der obigen Gleichung, so ergibt sich
die Gleichung (10):
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Auch die Kontinuitätsgleichung kann nach der Gleichung
(11) ausführlich geschrieben werden. Schließich erhält
man eine kinematische Gleichung in der Form der Glei-
chung (12):
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a a
—(c1H2H3)+—(cH H)}=0,
123{aq1 aq3312
(11)
c1cotß—c2+wr+c3cotßcote = O. (12)
Die zu Iösenden Gleichungen für die Meridianströmung
sind also (9), (10), (11), (12). Zur Lösung wird folgendes
angenommen:
24
1. Die Verteilung der absoluten Energie eE ist im Eintritts-
querschnitt homogen; d. h., eE ist gleich konstant:
1 PE
e = — (c2 + c2 + c2) + — = konst.
E 2 1 2 3E p
Es erweist sich als zweckmäßig, die relative Energie E
mit der absoluten Energie eE aufzuschreiben, siehe
Gleichung (13):
EE = eE— (wrc2)E. (13)
2. Die Koordinaten q1, q2 sind so angenommen, daß die
beiden äußeren Stromflächen des Meridiankanals
Koordinatenflächen sind. Nach der Bernoullischen
Gleichung (9) bleibt die relative Energie E längs der re-
lativen Stromlinien — und folglich an den entsprechen-
den Ftotationsflächen, die durch die Koordinatenflä-
chen q1, qg gut angenähert sind —- konstant. Das heißt, E
an einer Koordinatenfläche q1. q2 ist gleich dem im Ein-
trittsquerschnitt gültigen Wert EE. Daraus folgt, daß die
Ableitung der Energie E in der Koordinatenrichtung qa
mit den Eintrittswerten nach der Gleichung (14) ausge-
drückt werden kann:
 
1 aE _ ( 1 aE (Hadqag
H3 öq3 H3 öq3 E H3dq3
1 a rc1
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weil nämlich zwischen zwei benachbarten Koordina-
tenflächen wegen der Kontinuitätsbedingung bei guter
Annäherung gilt:
c1E rE (H3dq3)E = c1 r H3dq3.
Es sei hier erwähnt, daß die Aufstellung des Koordinaten-
systems q1, qa, in dem die äußeren Stromflächen gleich-
falls Koordinatenflächen sind, keine einfache Aufgabe ist.
Es gibt eine Möglichkeit, mit Hilfe der bekannten Bovet-
schen Kurven ein der erwähnten Voraussetzung entspre- r
chendes Koordinatensystem zu konstruieren. Die Koordi-
natenlinien in der Meridianebene werden einerseits durch
die Bovetschen Kurven, andererseits durch ihre orthogo-
nalen Trajektorien gebildet. Da die Bovetschen Kurven
auch analytisch ausgegeben werden können, bedeutet es
keine Schwierigkeit, die zugehörigen Trajektorien nume-
risch zu bestimmen. In Bild 2 sind einige Beispiele für ver-
schiedene spezifische Drehzahlen ns dargestellt.
Im folgenden kann also das orthogonale Koordinatennetz
q1, q3 mit seinen Gitterpunkten als bekannt betrachtet wer-
den. Führt man die Stokessche Stromfunktion lPein:
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C H H = -—- ,
1 2 3 aqs
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c H H = ——— ,
3 1 2 aq1
      
Bild 2
wird die Kontinuitätsgleichung automatisch erfüllt, und die
Bewegungsgleichung ergibt sich in Form der Gleichung
(15). Damit erhält man die gesuchte Differentialgleichung,
die zur Berechnung der Meridianströmung geeignet ist:
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Fis und Rn sind die Krümmungsradien der Koordinatenli-
nien q, beziehungsweise q2.
Die lineare Differentialgleichung (15) ist von elliptischem
Charakter, da die aus den Koeffizienten der Glieder zwei—
ter Ordnung gebildete Diskriminante in jedem Fall negativ
ist:
cotzß cotze _ (1 + cot2ß cot2e)(1 + cotzß) < 0.
Zur Lösung der Gleichung (1 5) muß man also auch die Ver-
teilung der Stromfunktion lI’am Rande des untersuchten
Bereiches kennen. An den Wänden gibt es keine Durch-
störmung, wodurch dort 1P = konstant ist. In den Ein- und
Austrittsquerschnitten können die Geschwindigkeitsprofile
zum Beispiel aufgrund von Messungen abgeschätzt wer-
den.
Hauptsymbole
q3 Kurvenschar in der Meridianebene,
senkrecht zu den q1-Koordinatenlinien
qz Winkelkoordinate in Umfangsrichtung
q; Kurvenschar in der Meridianebene,
senkrechtzu derbTKoordinatenlinien
g Dichte
p Druck
T Feldkraft
ö absoluter Geschwindigkeitsvektor
W relativerGeschwindigkeitsvektor
u) Winkelgeschwindigkeit
T" Ortsvektorvom Ursprungzum Aufpunkt
E auf die Masseneinheit bezogene Energie im rotier-
endenSystem
n’ Normalenvektor der Schauleloberlläche
H 1, H 2, H3 Lamesche Koeffizienten
IP Stromfunktion
ß, x»: Schautelwinkel
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